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P1.

(i) Escalonando la matriz aumentada asociada al sistema se tiene

1 —a 0 -8lo 1 —a 0 —8]0
0 a 1 (|« . 0 « 1 0 |«
g oa B 0 |p 0 a(l+p) B 5|8
a 0 g 010 0 a? B aB |0
1 —«a 0 -6 10
0 « 1 0 |«
1o 0 -1 —B|B-all+p [1.0]
0 0 B—a 0 |—-a?
1 —a —-p -3 0
0 « 1 J6] «
o o -1 5 | B-al+p) [1,0]
0 0 0 -BB-a)|-a®+(@B-a)(f-a-ap)
Entonces,

e Sia = [y a # 0no existe solucién pués en la fila 4 se produce una igualdad imposible
(0= —a? #0).

e Si a = 3 =0 existen infinitas soluciones pues en la altima fila se producen solo ceros. [1,0]

e Sia# [y =0 también existen infinitas soluciones pues nuevamente se producen soélo ceros
en la ultima fila.

e Si a# 3y a =0 existen infinitas soluciones pues las filas 2 y 3 quedan incompatibles. [1,5]

e Por altimo si « # 3, a # 0, 5 # 0 la solucion es unica. [0,5]

En resumen,
1) El sistema tiene infinitas soluciones si « = =0 o cuando a # Sy =00 cuando o # (J y
a=0.
2) El sistema no tiene solucion si « = fy o = 0.
3) El sistema tiene solucion tnica si a # 3, a # 0, 5 # 0.
(ii) Paraao =1y 8 =2 se tiene que « # 3, a £ 0,  # 0 por lo que existe solucion unica.
La matriz ampliada queda:

1 -1 0 —-2]0
0 1 1 2 1
o 0 -1 —-2|-1
0 O 0o —-2|-2
Entonces
rg4 = 1

To—14+2=1=25=0
21 —040-2=0=>21 =2



Asi la solucioén del sistema es

X1 2
X9 o O
T3 - _1 [150]
Ty 1
P2. a) Las rectas L1 y Lo estan definidas por
0 1
—2z2—-1=0
Li: {1 +ef1], ter v 1o:0" 7

(i)

(i)

Para demostrar que L1 N Ly = ¢ bastara probar que el sistema para Ly y Lo no tiene solucion.
Asi

T 0 1 T t
Li:|lyl=[1]+t|1|=|y]| =1+t
z 0 1 z t

Reemplazando en Lo queda

r—z—1=t—t—1=0=-1=0
y+z—-2=14+t+t—-2=0=t=1/2

donde el primer resultado es una contradiccion. Se sigue que L1 N Ly = ¢. [1,0]
Observacion: También puede escribirse la ecuacion vectorial para Lo y probar que el sistema
que resulta para L; y Lo no tiene solucion.

El plano IT pedido debe contener a L y ser paralelo a Ls. Entonces como posicion podemos

0 1
usar P: [ 1] € L1 C Il y como vectores directores d; = | 1 | de Ly y d2 de Lo donde ds puede
0 1

determinarse como dy = n1 X no en que ni y ne son los vectores directores de los planos que
determinan Lo. Asi

1 0
ny = 0 Yy ng = 1
-1 1
entonces
1 0 i 7 k 1
do=10|x|1]=(|l1 0 11| = 1
-1 1 01 1 1
Entonces
0 1 1
M:P+Xdi+pudo= |1 +A[1]+u|-1] [1,0]
0 1 1
y su ecuaciéon cartesiana se deduce de
r=A+p
y=14+A—p
z=A+pu

de donde la ecuacién cartesiana pedida sera

IM:z—2=0.[0,5]



P3.

(iii) La distancia entre L1 y Lo es la misma que entre cualquier punto de Lo y el plano II. Tomando,

1
por ejemplo Q@ = (2| € Loy Il: 2 —2z=0.
0
. lzg — 2] [1—0] 1
dist(Q, II) = = =— 11,5
To
donde se us6 que la distancia de un punto @ = | yo | a un plano Il : Ax + By + Cz = 0 es
20

: _ |Azo+Byo+Cxzo|
dlSt(Qa H) - AT+B21C? -

Observacion: Alternativamente la distancia se puede calcular tomando un punto P € L; y
otro () € Lo y proyectar PQ segin el vector unitario de II.
Asi la distancia entre Ly y Lo es [{(Q — P, HnTH> )

b) A€ Mun(R), pe N, p> 2.

AP es invertible < A es invertible

=) AP es invertible, entonces 3B € M,,,,(R) tal que BA? = I, entonces

BAP'A=T= (BA" YA =1

Entonces A es invertible y su inversa es BAP~! tal que

(BAP™1)A = A(BAP™Y) = 1. [1,5]

<) Basta recordar que el producto de matrices invertible es invertible, con lo que A» = A-...- A
—_—

a)

p veces

es invertible. [0,5]

n

W ={A € M,,(R)/A es simétricay Y. a;; =0}.. W es un s.e.v. de M,,,, si (VAu € R)(VA, B €

i=0
W)
(M + pB) e W.

Primero debemos probar que si A y B son simétricas, entonces (AA + pB) es simétrica, es decir,
debe probarse que
(M 4 uB)T = (AA + uB)

donde AT = Ay Bt = B.
En efecto
A+ uB)" = AA)T + (uB)T = AT + uBT = (\A + uB). [1,5]

Ademas, para A,B € W, tr(AA + uB) = A- 0+ -0 = 0. Claramente (AA + pB) satisface las dos
condiciones de W y por lo tanto

(M + puB) € W = W es un s.e.v. de M,,,(R). [0,5]

Las matrices de W € M33(R) (n = 3) son
01 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0 0 O
A=1[1 0 0 B=|0 0 0 C=10 0 1 D=0 0 0 E=101 0
0 0 O 1 00 0 1 0 0 0 -1 0 0 -1



b.1) Se deb probar que {A, B,C, D, E} es Li. es decir, si

0 0O
MA+XMB+XC+MD+XE=0=1]0 0 0
0 0 0
entonces A1 + Ao + A3+ Ay + A5 =0
En efecto
01 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0 0 O
M1 0O O +X |0 0O O +X3]0 O 1]+X]0 O 0 ]4+X5(0 1 0
0O 0 O 1 0 O 0 1 0 0 0 -1 0 0 -1
0 0 O
=10 0 O
0 0 O

se obtienen, para cada componente, las ecuaciones o resultados siguientes

AM=0, =0, A=0, M=0, =0, A3=0, X=0, A3=0

y—/\4—)\5:0ded0nde/\1:/\22/\32)\4:)\5:0. [1,0]

b.2) Se debe probar que W = ({A, B, C, D, E}), es decir, para toda matriz S € W existen escalares
A1, A2, A3, A\g, A5 tales que

MA+ B+ MC+MD+XME=S

a c d
donde S se puede escribir como S = | ¢ b e que cumple con ser simétrica y de traza
d e —a-—D>
nula (a,b,c,d, e € R cualquiera). [1,0]
Sigue que
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 O 0 0 O
M1 O O0Of+X|0 0 O)J+XA(0 0 1]4+X[(0 0 0 ]+X]0 1 O
0 0 0 1 00 0 1 0 0 0 -1 0 0 -1
a ¢ d
=|c b e
d e —a-—>

de donde la resolucion es inmediata y se obtiene

/\4=a, /\120, /\2=d
/\120, /\5:b, /\3:6
Xo=d, A3=e, M+As=a+D

Asf hemos probado que VS € W, 3{\;}?_; C R tal que

S=MA+ X B+ X3C+ D+ NE. [1,0]



